(Korrigerat) Finalprov Astronomiolympiaden 2023 (med
[6sningsforslag)

Astronomisk Ungdoms Astronomiolympiadgrupp

4 April 2023
k1l 11:00 till 14:00

Detta &r finalprovet for den svenska Astronomiolympiaden 2023. De 5 personer med hogst poing (korta
uppgifter ger 4 poiing, langa uppgifter ger 10 poiing) kommer erbjudas plats i det svenska laget i International
Olympiad on Astronomy € Astrophysics (IOAA) i Polen, i augusti.

Lycka till!

Namn

Provet borjar pa nésta sida. Vand ej pa provet forrdn klockan slar 11:00. Sluta skriva omedelbart nér klockan
slar 14:00.

Tillatna verktyg:

Skrivdon, kladdpapper, grafritande (ej symbolhanterande) minirdknare, ingen egen formelsamling
(férutom sista sidan av provbladet). Svara pa varje fraga pa separata papper, och se till att numrera
alla sidor du ldmnar in.

Jag har svarat pa foljande fragor (kryssa i):

1(2|3(4|5|6|7|8]9

(2|3f4afs|6[7]8]9]
NN
I originalprovet fanns 2 huvudsakliga fel: Virdet pa ¢ var 1000 ganger for lagt, och viirdet pa Stefan-
Boltzmanns konstant o var 10 ganger for lagt. Att ljushastigheten var felspecificerad sa fel bor inte anses
ursiikta felberdkningar, da den anses sa vilkénd, men att o var felspecificerad med en sa rimlig méngd
betyder att vi inte drar av podng for utrikningar som anvinder det felaktiga vérdet. Det fanns dven en
miéngd mindre fel och otydliga formuleringar. Jordens axellutning var i det utgivna provet specificerat som
23,55°, nér det verkliga virdet ar 23,4°, men detta paverkar ej korrekt gjorde utrdkningar avsevért nog for
att ens komma utanfor det tillatna virdet pa svaret. Kepler-186s nyligast bestdmda apparenta magnitud
dr 15,3mag, inte 12,5mag som skrivet i provet, var det felet kom fran kan bara gud (eller en Hugo under
sémnbrist) forklara, men vi noterar att det inte har nagon averkan pa annat &n verklighetstrogenhet.

I detta prov med l6sningarforslag ér alla kidnda fel korrigerade och korrekta konstantviarden anvénds. Det
finns i vissa fall helt giltiga alternativliésningar, vilka inte behandlas ytterligare.




Korta fragor (4 poidng per uppgift)

Uppgift 1

Hur lang tid tar en soluppgang pa Nordpolen om soluppgangen definieras fran nér nagon del av solen blir
synlig 6ver horisonten tills hela solen &r synlig? Forsumma atmosfirens brytning. Jordens axellutning &r
23,4°.

Losning

En soluppgang pa nordpolen sker en gang per ar, och sker kring vardagsjimningen. Vi betédnker vinkeln mellan
horisonten pa nordpolen och solen. Denna (riktade) vinkel #r, med antagande om cirkuléra omloppsbanor
och tack vare férsummande av atmosfirens brytning (som 6verstiger solens vinkelradie med en faktor 1,6 nér
det kommer till sol(upp/ned)gang),
. t
Og = sm(ﬁ)e

dér e dr standardsymbolen for jordens oblikvitet, dvs axellutning. Tiden ¢ miiter vi sadant att t = 0 &r vid
vardagsjdmningen (vilket dr ett 6gonblick, inte en dag). Vi soker nu tidpunkterna 1, sa att

fg = 0o, solen ar under horisonten och rér den, g = —05, solen &r 6ver horisonten och ror den.

Sinus dr en udda funktion, och det vi rdknar ut vinkelradien av solen.

Bo

b0 = TaU

~ 4,65mrad ~ 0,2665°

och tiderna t1,t5 ges av

0
t = +1ararcsin(—2) ~ £+358600s
3

sa soluppgangen tar to — t1 =~ 717200s &~ 8,3dagar.

Uppgift 2

Polonium-210 kan alfastnderfalla till bly-206, antingen direkt eller genom en exciterad bly-atomkirna
(se sonderfallsschema nedan). Beriikna gammafotonens energi. Relevanta nuklidmassor dr m(?39Po) =
209.982 873 6 u, m(?95Pb) = 205.974 465 3 u, och m(3He) = 4.002 603 25 u.

Losning

Fran sonderfallschemat finns det ett enkelt tillvigagangssitt: Gammafotonen har all energi fran massener-
giskillnaden mellan polonium-210 och bly-206 férutom det som avgar i alfakérnans massa och alfakéirnans
rorelseenergi.
Vi kommer ihdg en viss kidnd ekvation
E =mc?

och far
E(y) = 2 (m(%ZPo) — (m(2gng) + m(%He))) —4,502MeV =~ 905,4keV.

Uppgift 3

Venus hastighet méts med 12,5cm vaglingd radiovagor, av en astronaut vid 1AU fran solen (stationér, ej i
omloppsbana), nir Venus-Solen-Astronaut bildar en rit vinkel. Returvagen fran radarns utséinda ljus har
vaglangden 12,4988cm. Riakna ut Venus omloppshastighet fran detta.



a, 4.502 MeV

206m

Losning

Det forsta att gora i detta problemet dr att rita upp ett schematiskt diagram 6ver astronauten, solen, och
venus omloppsbana. Dopplerskiftet i radarreturen kommer fran den del av Venus omloppshastighetsvektor
som #r riktad rédtt mot astronauten (dvs storleken av projiceringen). Efter lite enkel trigonometri eller
forstaelse av skaldrprodukten ser vi att astronauten méter hastigheten

U = Vg COS 0

dér 6 ar vinkeln solen-astronaut-venus. Vi kommer ihag en definition av cosinus, och far genom snabb
applikation av pythagoras sats att
1AU
cos) = —— ~ (0,810
(1AU)% + R3

dir Ry &r Venus omloppsradie.
Vi har ocksa genom dopplereffekten att

( 12,4988cm
Up = |1 —

~ 28 8kms~!
12,5cm )C 8,8kms

sa vi léser ut
Um

cos

Vg = ~~ 36kms ™!

vilket dr nira det verkliga virdet pa kring 35kms~!.

Uppgift 4
Anta att en typ la-supernova med absolut magnitud M = —19,5mag skulle uppsta pa avstandet 9kpc och

att extinktionen orsakad av interstellira mediet #r 0,9mag kpe ™! mellan oss och detta objekt. Beréikna vilken
apparent magnitud supernovan skulle fa.

Losning

Vi anvinder magnitudformeln samt extinktionskorrektion for att fa ut den apparenta magnituden. Apparent

magnitud skrivs m, avstand skrivs (i parsec) d och extinktion skrivs A.

d
m= M + Ad+ 5log T0 ~ 3,37mag.



Notera att detta dr en helt synlig magnitud &ven vid ganska daliga forhallanden (6gat kan se ner till cirka
6mag).

Uppgift 5

I magnethuset finns ett reflektorteleskop med spegeldiameter med 10 tums diameter spegel, F-tal £/10, och
bréannvidd 2500mm. Bestdm om en ménniska kan urskilja Jupiters roda flick (vilken har diameter 2,6 Dg )med
det teleskopet, nir den anviinder ett okular med 25mm brénnvidd. Bortse fran atmosfariska stérningar, och
anta att Jupiter och Jorden ligger som nirmast.

Losning

Vi bortser helt fran f-talet hos teleskopet, Jupiter &r ljusstark nog att alla teleskop med ljusinsamlingsformaga
storre dn ett ihaligt halmstra kan se den. Det aterstar da 2 potentiella anledningar till att inte kunna se
den réda flicken: Antingen &r foérstoringen m inte nog for att gora flackens vinkelstorlek 6y synlig for
ménskliga ogats vinkelupplosning < (6ym < f<) eller sa &r flickens vinkelstorlek mindre &n teleskopets
vinkelupplésning 60, (65 < ;). Vi beréknar dem 4 relevanta variablerna:

_ Dy

0 = a

dér Dy &r den roda flickens diameter, och dy &r avstandet till Jupiter (vid dess nérmsta passage). Alltsa

Df 276D€B -5
0p = 2L = 2279 59710 rad.
77 d; ~ Ry — Rg
m = fprimary — 100.
fsecondary
A
0, =1,22—
t ’ Dt’

dér vi anvinder Rayleigh-kriteriet och véljer en lamplig synlig vaglingd som 500nm samt anvénder teleskopets

spegeldiameter,

A 500nm
0, =122 =1229————— ~24-10"%rad.
ET YD, T U0 2,54em e

Ogats upplosning 6~ #r 307, vilket #r cirka 1,454 - 10~ *radian, och vi kollar bada potentiella hindrena:

fpm >1073 > 0

och
9f > 0,

sa den roda flicken gar att se med teleskopet.



Langa fragor (10 poing per uppgift)
Uppgift 6

LIGO (Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory) uppmétte 2015 en gravitationsvag fran tva
oladdade och oroterande svarta hal som slog samman. Genom extremt noggranna métningar vid skilda
platser pa jorden lyckades de méta upp att de svarta halen roterade 250 ganger per sekund kring varandra
vid 6gonblicket da deras hiindelsehorisonter mottes. Vad dr massan hos det resulterande, storre, svarta halet
som bildades i kollisionen? Foérsumma ev. energiforlust fran gravitationsvagorna.

Losning

Det finns nagra fa klurigheter i denna fraga, sedan blir allt algebra. Da de svarta halen &r oladdade och
oroterande (obs orealistiskt) kan vi direkt anvidnda formeln for Schwarzschildradie r = Cig/l for att fa
radien pa ett individuellt svart hal, och da vi vet rotationshastigheten vid tillféllet da de svarta halens
h#ndelsehorisonter ror varandra kan vi dven fa ut halvaxeln av deras émloppsbanor”. Lat f = 250Hz, 71,79
vara radien (hindelsehorisonten) for de tva svarta halen, mq,ms vara deras massa, och da de ror varandra
later via = g = % vara halva storaxeln och M = mj + mo den kombinerade massan (dvs massan av det
resulterande svarta halet). Vi anviinder Keplers tredje lag

Cli3 - G(m1 + m2)

T2 472
och far
R3f? _GM
8  A4x2

och noterar att R = Gcéu alltsa

(GM)SfQ _ GM

c2

8 472

vilket efter lite algebra ger
3

~ 2GS

~ 129,3M

vilket dr vart slutgiltiga svar.

Uppgift 7

En katt vid namn Schréodinger pa norra halvklotet mirkte att lingden pa den kortaste skuggan fran en
1.000m lang vertikal pinne under en viss dag var l,,;, = 1.732m, och att samma pinne pa samma dag hade
en maximal skugglingd pa 5.671m. Bestdm latituden Schrodinger befinner sig pa, samt solens deklination
pa den dagen. Solen kan modelleras som en punktkélla och du kan férsumma atmosfiriska effekter.

Losning

Det forsta som maste inses ér att eftersom skuggan har en #ndlig maximal 1ldngd gar solen inte ned, varfor
Schrodinger méaste befinna sig innanfor en polcirkel (solen &r cirkumpoldr). Detta innebdr ocksa att det
kortaste skuggan uppstar da solen dr vid sin hogsta punkt, d.v.s. vid 6évre kulmination, och den ldngsta
skuggan uppstar vid solens ldgsta punkt, d.v.s ldgsta kulmination. Vinkeln i trianglen som bildas av skuggan
och pinnen ges som

h
tanf = —,

l
dar h ar hojden av pinnen och [ &r skuggans langd. Vi kan dérmed beridkna den maximala och minimala
vinkeln, vilka kommer motsvara solens altitud vid 6vre respektive undre kulmination:

1.000 R

Omax = arctan 1732 = 30°,
1.000

Omin = arctan —— = 10°.
arctan X



Enligt formlerna for évre och undre kulmination har vi (dér ¢ &r solens deklination och ¢ &r latituden)
att altituderna vid kulminationerna ges som

Omax = 90° — ¢ + 6,
omin - (Z) - 900 + 4.

Ekvationen for 6., ger att
6= emax - 900 + (ba
varefter insdttning i uttrycket for 6., ger
emin = (b —90° + emax —90° + ¢
= 2¢ + Omax — 180°
<= Omin — Omax + 180° = 2¢

emin - emax + 180°

= 80°.
2

= ¢ =

Déarmed har vi dven att
0 = Omax — 90° + ¢ = 20°.

Vi finner saledes att latituden ar 80° och solens deklination dr 20°.

Uppgift 8

Rymdteleskopet Kepler (senare K2), har sedan 2009 letat efter exoplaneter genom transitmetoden. Kring
stjirnan Kepler-186 (KIC8120608) upptickte Kepler-teleskopet 5 planeter, varav den yttersta, Kepler-186f,
ar av sarskilt intresse.

(a)
Kepler-186 har apparent magnitud 12,5mag, parallax 5,60mas, och spektrummaximum vid 771,7nm. Bestam
stjirnans avstand, radie, och luminositet.

0.0.1 Losning (a)

For att bestdmma stjarnans avstand kriavs endast parallaxekvationen, men for radie och luminositet krivs
ett visst trick. Vi kommer ihag (och detta ér antagligen inte alltfor vanligt bland kandidater att kunna)
att solens apparenta magnitud dr —26,74mag, samt att solens avstand till observatoren (jorden) ju &r
en astronomisk enhet. Vi ridknar da ut solens absoluta magnitud, jimfér med den beridknade absoluta
magnituden av Kepler-186 (genom att vi kinner till dess avstand), och far ddrmed ut Kepler-186s luminositet
i sol-luminositetsenheter. Darefter applicerar vi Wiens forskjutningslag for att fa ut Kepler-186s effektiva
temperatur, och far ut radien genom att likstélla den berdknade luminositeten och den luminositet som
stjarnan har vid en okénd radie men kind temperatur enligt Stefan-Boltzmann. Vi beréknar avstandet d,,

1pc
d, = ——— =~ 178,571pc.
* 7 5,60mas pe
Magnitudekvationen for solen for att fa ut dess absoluta magnitud Mg fran dess apparenta magnitud mg),

Rg
10pc

Mg =mg — blog ~ 4,832mag.

Wiens forskjutningslag (obs det var fel i konstanten f6r Wiens forskjutningslag i det utgivna provet, men vi
riknar med ritt konstant hir) for att fa ut den effektiva temperaturen for Kepler-186,

_2,898mm K

L= = K.
771, 7nm 3755



Mo—M, . . .. . . . . .
Nu noterar vi att férhallandet fé = (\5/ 100) ¢ sa vi soker M, vilket enligt magnitudsekvationen &r

*

pc

M, =m, — 5log 0 ~ 6,24095mag.

Nu kan vi alltsa fa ut Mt
L,=1ILo (\5/100) 7 ~0,273162L.

Vi har ocksa det fordelaktiga sambandet via Stefan-Boltzmann att

_ 2 _rrd
L, =4nrrioT,,

| L.
= ~ 8,61384 - 10%m.
" droT? m
(b)

Nedan finnes en s.k. ”folded“ ljuskurva fran Kepler-186 med transits av Kepler-186f. Kepler-186f har en om-
loppsperiod pa 129,9dagar och Kepler-186 har massa 0,47M. Bestim Kepler-186f:s radie och omloppsradie.

och diarmed
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Figur 1: En ljuskurva fran Kepler-186 med vikta transits av Kepler-186f. Den réda linjen &r best-fit fran
MCMC-simuleringar.

Losning (b)

Vi far ut Kepler-186f:s omloppsradie (egentligen halva storaxeln, notera ocksa att vi faktiskt antar inklination
forsvinnande néra 90° vilket stdmmer for transitmetoden) genom att (nu massor, ej magnituder) M, > M,,
och dérmed reducerar Keplers tredje lag till

o GM,
T2 427
sa
T2GM,
a=Re={ 4(;7 ~ 5,84 - 107km ~ 0,39AU.

For att berdkna planetradien behover vi betrakta den vikta transitkurvan. Nar planeten under transit intriader
over stjarnskivan kommer den observerade ljusstyrkan ga ned dramatiskt under tiden planeten inte helt ar
framfor stjdrnskivan, och sedan plana ut (men ocksa ga ner 6ver ett litet tag pa grund av randférdunkling, att
stjérnor ser morkare ut nira randen och ljusare nira mitten). Vi miiter dirfér (och hér godtas dven mycket



daliga métningar) tiden for det néstan linjéra fallet i ljusstyrka i transitkurvan, och far ut At = i?g =~ 2280s

som intrédestid (dér 41pz dr antalet pixlar per timme). Vi kiinner till planetens omloppshastighet

GM,

A 32700ms !,

Ve —

och far ut planetradien
At -,

Te ~ 37300km ~ 5,97g.

(c)

Massan av Kepler-186f &r svarestimerad, men vi antar att om det &r en stenplanet har den en albedo pa 0,3,
och om det dr en gasjitte har den en albedo pa 0,6. Beriikna ekvilibriumtemperaturen av Kepler-186f, givet
att den inte har en atmosfar.

Losning (c)

Av termodynamiska anledningar spelar albedo inte roll fér ekvilibriumtemperatur (beténk tva solida sfirer
av olika albedo i samma rum, om de uppnar olika temperatur sa kan vi utféra termodynamiskt arbete
out of nothing, ddrmed kan inte albedo paverka ekvilibriumtemperatur i en sddan hér enkel modell. Detta
framkommer ocksa direkt av ekvationerna om man riknar med albedo, men vi kan helt enkelt skippa det).
For att berdkna ekvilibriumtemperatur kriavs 3 saker: Vi behover den inkommande effekten fran stjarnan
Kepler-186 P;, den utgaende effekten genom svartkroppsstralning fran Kepler-186f P, (som beror pa dess
ekvilibriumtemperatur T, ) samt att dessa tva effekter #r lika varandra vid ekvilibrium.

Den inkommande effekten &r helt enkelt Kepler-186s luminositet utspritt 6ver hela sfiren med radius R,
och infaller pa en disk med radie ro. Alltsa

2

P =——5L,.
" 4rR2T”

Den utgaende effekten &r det som enligt Stefan-Boltzmann stralar ut fran hela planetens yta (och allting &r
sa hir enkelt eftersom vi bortser fran eventuella atmosfiriska effekter), sa
P, = 4mrioTy.
Vi siitter de tva effekterna lika varandra och far

7T’I"%

4w R?2

| Li
T. = ¢ W ~ 323K = 49007
TO iig

och vi far att planeten &r i den beboeliga (det kan finnas flytande vatten!) zonen.

4rr2oTh = L,,

och efter lite algebra

Uppgift 9

En rymdturist vid namn Beff Jezos vill bestka (och snurra minst ett varv i) dem tva mest kidnda ekvatoriella
omloppsbanorna, och undrar hur mycket brinsle hans rymdskepp behover ha som minst. Mer specifikt vill
Beff besoka LEO (400km &ver havet, som ISS) och GEO (35786km &ver havet), vilka bada dr cirkuldra banor.
Om sjélva raketen Mr Jezos ska aka i véger 2 ton (inklusive Beff) utan brénsle, och hans raket skjuter ut gas
i en hastighet pa 10kms~—!, hur mycket briinsle behéver hans raket ha vid uppskjutning? Ignorera atmosfiren
och anta att Beff skjuts upp fran havsniva pa ekvatorn i jordens rotationsriktning, i valfri riktning. Hans
raket dr en s.k. Single-Stage-to-Orbit, och sldpper alltsa inte loss nagra raketsteg under fard.



0.1 Losning

Vi kommer att dela upp firden i en uppskjutning och ett antal Hohmann-transfers. Vi borjar med uppskjut-
ningen. For denna géller att vi borjar med en fart 27rg /(24 h), motsvarande jordens rotation vid jordytan.
Vi kan se uppskjutningen som att vi ldgger oss i en omloppsbana med radien rq. Detta ger kraftjamvikten

mu? mMg
g L

év:HGM@.
e

Det faktiska delta-v som behévs ér (p.g.a. jordens rotation)

GM@ 27'1'7'@ 1
A aunch = — ——— =~ 74414 .
VLaunch = A [T T 90 s

Resterande steg ges av Hohmann-transfer-ekvationen. Till LEO har vi (med p = GMg)

2 2
Avg = \/7 <m _ 1) + W (1 — "o > ~473.5ms™ L.
Te \Te + 'LEO TLEO Te + TLEO

Fran LEO till GEO har vi

2 2
Avg = | L ( 'GEO 1) Ny —— (1 _ _ “TLEO ) ~ T787.4ms L.
TLEO \"LEO + TGEO TGEO TLEO + T'GEO

Total delta-v ar ddrmed

Avior = Avy 4+ Avy + Avg = 15682ms™ L.

Eftersom det dr en Single-Stage-to-Orbit kan vi anvinda den ordinarie raketekvationen (i ett steg), vilken

ger att
m
Av = v, 1In —0,

mg
och da vi vet ve och my (slutmassan) behover vi endast finna mg. Detta ges som

m
Av =v.In -
my
mo
exp (Av/v,) = —
 (Bv/u) = 7
Av
Mo = My eXp .
e
Massan brénsle ges nu som
Av

Miuel = Mo — Mf = My (exp - 1> ~ 7600 kg.

€

Saledes behovs ungefir 7.6 ton brénsle.



Notation

Standardsymbolerna for himlakropparna (i ordning fran solen) dr ©, 8, @, ®, ', %, h, 8, &, och P for Pluto.
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Givna solsystemsdata, virden, och formler

Avstand fran solen

Himlakropp Diameter vid ekvator (km) Massa (10%'kg) Luminositet (W)

(10km)
Solen 6,955 - 10° — 1,989 - 10? 3,827 - 1026
Merkurius 4879,4 57,9 330,1 —
Venus 12104 108,2 4868 —
Jorden 12756 149,597870 5972 —
Mars 6779 227,9 641,7 —
Jupiter 142800 778,3 1,898 - 106 —
Saturnus 120660 1427,0 5,681 - 10° —
Uranus 51118 2871,0 8,681 - 10* —
Neptunus 49528 4497.1 1,024 - 10° —
Tabell 1: Grundléggande data om solsystemet.

Namn Virde Enhet

Tum 2,54 cm

Newtons gravitationskonstant 6,67408 - 10~ Nm2kg 2

Hubbles konstant 68 kms~! Mpc ™!

Solarkonstanten 1360 Wm2

Plancks konstant 6,626 - 10—34 Js

Ljusets hastighet i vakuum 299,792458 Mms~!

Ljusar 9,461 - 102 km

Parsec (pc) 3,262 ljusar

Dalton (Da, u, amu) 1,661 - 1027 kg

Dalton (Da, u, amu) 931,4941 MeV ¢~2

Boltzmanns konstant 1,381-10723 m?kgs 2 K~!

Stefan-Boltzmanns konstant 5,6704 - 10~8 Wm2K™*

Atmosfiiriskt tryck vid havsniva (pa jorden) 101,3 kPa

Jordens rorelsemingdsmoment 8,038 - 1037 kg m?

Siderisk dag 23,9344696 h

Julianskt ar 365,25 dagar (24h)

Nuklidmassa %3{Po

209,9828736

u

Nuklidmassa 235Pb 205,9744653 u
Nuklidmassa 3He 4,00260325 u
Maénskliga 6gats vinkelupplosning 30 as

Tabell 2: Fysikaliska véirden
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Namn

Formel

Newtons gravitationslag
Centripetalacceleration
Fotonens rorelseméngd
Fotonens energi
Stefan-Boltzmanns lag
Wiens lag

Keplers tredje lag
Pascals lag

Ideala gaslagen

Avy for Hohmann transfer

Avy f6r Hohmann transfer

Avyor Tor Hohmann transfer
Vis-viva ekvationen
Magnitudekvationen
Parallaxekvationen
Rotationsenergi

Tidsekvationen

F — GTYL;;H,Q
’L)2
a = r
p==E
E=hf
% =oT*
Anazl = 2,898mm K
i _ G(m1+m2)
T2 — A2
Ptot =Po+p-g-h

fu (22 _
T1 (T1+2T2 1)
N _ _2r
\ r2 (1 T’1+17’2)
A’Ul + A’Ug
= (-1
m — M = 5log(%)
d=1
P
L= (I &r rérelseméngdsmoment)

TE=TS—-MS

Tabell 3: Fysikaliska formler
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