Kvalprov Astronomiolympiaden 2023 (med 16sningsforslag)

Astronomisk Ungdoms Astronomiolympiadgrupp

31 Januari 2023

Tillatna verktyg:
Skrivdon, kladdpapper, grafritande (ej symbolhanterande) minirdknare, ingen egen formelsamling
(férutom sista sidan av provbladet).



Notation

Standardsymbolerna for himlakropparna (i ordning fran solen) ar ©, §, ¢, &, &', %, h, 8, &, och P {or Pluto.

Uppgift 1

Vilken planet har storst vinkelstorlek sedd fran en annan planet i solsystemet nér planeterna dr som nirmast?
Ange vilken planet du ar pa, vilken du observerar och berdkna hur stor den &r (pa himlen).

Losning pa uppgift 1

Problemet har 3 huvuddelar:

1. Givet avstandet D till ett objekt (sfar) med diameter d, var &r vinkelstorleken 6 som objektet syns
som? En ratvinklig triangel med kateter d och D (och observator vid dnden av katetern med lingd D) visar
att % = tan#, si arctan(%) = 6. For vart dndamal 4r D > d, och taylorexpansionen av tan(x) kring 0 ar x,
sa kring 0 &r arctan(x) = x.

2. Givet att vi kollar pa planet P sd &r det alltid bést att kolla pa P fran ndgon av dess grannplaneter
(indt och utdt mht solen).

3. Givet att vi kollar fran planet A pa B eller fran planet B pa A ar det alltid béast att kolla fran den
mindre planeten pa den storre (eftersom deras avstand &r detsamma oavsett riktning).

Alltsa kvarstar bara att gora upp en tabell av planeternas radier samt avstand till nista planet (forslagsvis
i ordningen fran Merkurius och utét), och att rikna ut 4 (notera d = 2r) for alla relevanta par (det finns
fler tricks for att eliminera planetpar, t.ex. att inte kolla nagra par dar D > 10d, métt i gigameter respektive
megameter.

Nir vi gjort detta far vi ut att (storsta) = 0,306 - 1073 ir att kolla pa jorden fran Venus, vilket kan
omvandlas till grader (§ = 17.6 m°) eller ungefir 1 bagminut och 4 bagsekunder. Svar med relativt vinkelfel
pa upp till £25% accepteras.

Uppgift 2

En farkost faller genom Venus atmosfir. Nér den befinner sig 50 km ovanfor ytan dr atmosfarstrycket lika
hogt som vid havsniva pa jorden. Kort déarefter slutar trycksensorn att fungera. Farkosten fortsdtter dock
att méta temperaturen. Den genomsnittliga temperaturen mellan 0 och 50km &ar 285°C (558.15K) med
férsumbar variation inom hojdintervallet. Uppskatta trycket vid markniva pa Venus, givet antagandena att
molekylerna i Venus atmosfar har en snittvikt pa 47.38 Da, samt att skillnaden i gravitationsacceleration
mellan 0 och 50 km héjd &dr férsumbar. Losningen till differentialekvationen % f—Kf=04ér f= Aef®.

Losning pa uppgift 2

Problemformuleringen i sig innehaller mycket forenklande info. Huvudidén for att 16sa problemet ar att vid
hydrostatiskt ekvilibrium (dvs inget konstigt hdnder just nu) sa kan vi behandla atmosfiren i sma “gaspaket”.

Beténk ett rétblock av atmosfiren, med bottenarea dA (parallell med ytan) och héjd dh (d for infini-
tesimaler), vinklad nedat. Trycket pa ovansidan ar pg, och Pascals lag ger att trycket vid bottenytan &r
Py = po + pa dir pa = g - dh - p. Notera att gravitationsaccelerationen antas vara konstant (riknas ut enligt
g=G % ~ 8.87ms~2 med vanliga konventionen av R fér omloppsradier och r for ekvatorialradier).

Vi fgér ut p vid det givna trycket py (vi kan anvinda pg istéllet for pa eftersom vart gaspaket antas
vara mycket litet, det gir att réittfirdiga med ett O((dh)?) argument ocksd), genom att viinda lite pa ideala
gaslagen, alltsd p = 7 = ﬁ%

Lat f(z) vara atmosfériska trycket x nedanfér 50 km héjden i Venus atmosfar. Da har vi f(0) = pg =

101.3kPa, och fran gaspaketsargumentet ovan har vi %(m) = % s& f uppfyller diffekvationen som ges
i tipset, med K = %~ Nu kan vi helt enkelt sdtta in konstanterna och berdkna trycket vid x = 50km,



g M m _ _ _
F(50km) = pg - e*5T P°K™ ~ 9530 kPa (T = 558.15K, M = 47.38 Da, kp = 1.381 x 10~23 m2kgs 2 K~1).
Svar med relativt tryckfel pa 10% accepteras, det verkliga yttrycket ar inte kant till mer 4n 1 vardesiffra.

Uppgift 3

Hur mycket hogre blir ISS omloppsbana kring jorden till f6ljd av utsprutande kéldmedel fran ett hal i en
dockad Soyuz-kapsel? Anta att banan ar cirkuldr och att kéldmedlet sprutar “bakat” i rotationsriktningen.
Se fig. 1 for en illustration. ISS befinner sig i en bana 420 km &ver jordytan och viger 420 000 kg. Kéldmedlet
sprutar ut med en hastighet p4 i snitt 1 ms~!, och sprutar ut éver flera dagar. Uppskatta méingden kylmedel
som lacker ut till 100 kg.
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Figur 1: ISS i omloppsbana kring jorden, med kéldmedel som lacker bakat i rotationsriktningen.

Losning pa uppgift 3

Det finns flera sitt att ta sig an detta problemet, med huvudsakliga d&ndamalet att fa ut ett snyggt uttryck
for sjélva skillnaden i omloppshdjd. Vi gor det mycket rimliga antagandet att hojdskillnaden &r ganska
liten (< 10km), och darfor att tyngdaccelerationen vid ISS inte fordndras av koldmedelslickan. Lat rq, re,
M = 420000 kg, m = 100kg, vy, v, vara omloppsradien fore lickan, omloppsradien efter lackan, ISS massa,
koldmedlets massa, ISS hastighet innan ldckan, respektive ISS hastighet efter lackan.

Tyngdaccelerationen vid ISS &ar a = (@%)29 ~ 8.63ms 2 (g ~ 9.81ms~?2 ir tyngdaccelerationen

vid jordens yta, rg = rg + 420km) eftersom gravitationskraften faller av med inversen kvadraten av av-
2

standet. Centripetalaccelerationen méste vara lika med tyngdaccelerationen i var cirkuldra bana, s a =
och vy = /arg. Den totala 6kningen i rérelseméngd av ISS som kéldmedlet inverkar ar helt enkelt kold—

—1
medlets totala massa ganger dess utsprutningshastighet, sa hastighetsokningen av ISS ar va = %
Tyngdaccelerationen vid ISS &r densamma efter lickan, sa samma kraftbalans med centripetalaccelerationen

N2
ger a = :—e = M Vand pa steken (korsmultiplicera) och subtrahera originalomloppsradien for att fa
2 2 2
ra = (”0+”2) —% — 2”0”3"'% ~ 42 cm. Svar med relativt fel pa upp till 20% accepteras.
Uppgift 4

En Lagrangepunkt ar en plats dir gravitationen fran tva himlakroppar gor s att ett mindre féremal (t.ex.
en satellit) som befinner sig i punkten har samma omloppstid som den mindre himlakroppen.



Deluppgift 4a

Rita ett schematiskt diagram som visar hur Lagrangepunkterna pa sol-jordlinjen dr beldgna med hénsyn till
solen och jorden.

Deluppgift 4b

Berdakna avstandet fran Solen till Lagrangepunkterna i ditt diagram.

Deluppgift 4c

Beskriv vad som hénder med en satellit som befinner sig vid punkten P i fig. 2.

Losning pa uppgift 4
Losning pa uppgift 4a

Det viktiga &r att visa att det finns 3 Lagrangepunkter pa sol-jordlinjen:
(L3, avsténd lite 6ver 1 AU) (®) (L1, < 1 AU)—(®)—(L2, > 1 AU)

Losning pa uppgift 4b

Aterigen finns flera sitt att berdkna de tre avstdnden, och vér 16sning bestdmmer avstinden genom att
berdkna nettoaccelerationen for ett objekt vid respektive Lagrangepunkt (pa obestdmt avstand fran solen r),
och likstélla den med vad vinkelhastigheten pa samma avstand innebér (eftersom objekt vid en Lagrangepunkt
i sol-jord systemet maste rotera med samma vinkelhastighet som jorden kring solen). Nér vi har en likhet
med endast avstandet r som okénd anvinder vi grafritande rdknare / numerisk 16sning for att bestdmma
avstandet. Vi betecknar objektets massa med m, och jordens vinkelhastighet kring solen med w (det vill séiga

w:%).

Lagrangepunkt L1

L1 ligger mellan jorden och solen, och roterar kring solen. Gravitationskrafterna fran solen och jorden drar

dérmed &t olika hall, och centripetalaccelerationen &r mw?r.

Vi far darmed iy v
mG (=2 - 2 ) = mw?r,
r2 (Rg —1)?

vilken vi dividerar med m. Nu letar vi efter en rot r till

Mo Mo \ o _
G<r2 (R®_T)2) wr =0.

Med numerisk metod finner vi r = 1 AU — 1.58 x 10% km.

Lagrangepunkt L2

L2 ligger utanfor jorden som sett fran solen, och roterar kring solen. Gravitationskrafterna fran solen och
jorden drar ddrmed at samma hall.
Liknande fran L1 far vi ddrmed

Me Mg 2
mG (7‘2 + 7(]%@ —7”)2) = mw-r,

vilken vi dividerar med m. Nu letar vi efter en rot r till

Mg Mg 2,
G<r2 +(R@—r)2) wr = 0.

Med numerisk metod finner vi r = 1 AU + 1.5 x 10% km.



Lagrangepunkt L3

L3 ligger motsatt jorden i omloppsbanans vinkel, och roterar kring solen. Gravitationskrafterna fran solen
och jorden drar ddrmed &t samma hall.
Liknande fran L1 far vi darmed

Mg Mg 2
G _— _—_— =
m (7‘2 +(R€9+T‘)2) mwr,
vilken vi dividerar med m. Nu letar vi efter en rot r till
Mg Mg 2
Gl —+——"=) - =0.
< N <R@+r>2) o

Med numerisk metod finner vi » = 1AU — 6 x 10" m vilket Ar fel, men jag fattar inte varfér denna
approximation inte blir rdtt, och med s& stor marginal, si detta kvarstar att fixa (det bor ej vara att
omloppsbanan sker kring CoM, som bara ar 500km bort fran solens kirna ju).

Losning pa uppgift 4c

Satelliten vid P roterar kring sol-jord systemets masscentrum C (med samma vinkelhastighet som jorden
kring C), dvs satelliten ser ut att f6lja jordens bana, fast exakt 1 AU bakom (i linjira termer).

solen I jorden

Figur 2: Solen, jorden, och punkten P i en liksidig triangel, som ligger i jordens omloppsplan.

Uppgift 5

Ljus har rorelseméingd, och nér ljus absorberas eller reflekteras dndrar det dérfor rérelseméngden av det
traffade objektet. Teoretiskt sétt borde detta straltrycket kunna hélla uppe en farkost pa en fast punkt
Over solens yta dven utan nagon omloppshastighet. Du ska kolla rimligheten av att gora ett solsegel som
kan héllas uppe pa detta satt och vill darfér veta hur ldtt en sadan farkost behéver vara per kvadratmeter
segel. Farkosten ska befinna sig pa samma avstand fran solen som jorden gor. Utga fran att allt ljus vid alla
vaglangder reflekteras bort fran seglet. Hur latt (per kvadratmeter segel) behover farkosten vara?

Losning pa uppgift 5

En icke uppenbar sak att notera &r att eftersom fotonerna inte bara absorberas, utan reflekteras, sa ar kraften
som solseglet upplever lika med dubbla rorelsemédngden av det inkommande ljuset. Formellistan ger ljusets
rorelseméngd i termer av ljusets energi, vilket forenklar saker, men det &r ocksa intressant att notera att
ljusets rorelsemingd faktiskt ar oberoende av vaglangd/spektrum nér energin ar kdnd.



Vi anvéander kraftbalans for ett solsegel som &r stationar vid 1 AU fran solen. D& bade intensiteten av
stralningen fran solen och gravitationskraften fran solen skalar med 7 for ett solsegel med konstant ytdensitet
(massa per yta) kan vi bortse fran specifik massa m och yta A. Lat ytdensiteten vara p. Vi far att

GM,

Japy sl
PETAL?

= Ap®7

dér pe ar straltrycket fran solen, alltsd po = 2 - 0136?(;\/2\/) Vi loser for p = %Mgm ~ 1.53gm™2. Svar med

upp till 10% relativt fel accepteras.

Uppgift 6

Hur lang tid skulle det ta for Andromedagalaxen att kollidera med var galax Vintergatan, om Andromeda
vid startpunkten stod stilla gentemot Vintergatan? Vintergatans massa ir ungefir 1,15 -10'2 solmassor (med
ganska stor osiikerhet) och Andromeda har en massa pa 2,01 - 10'2 solmassor (med &nnu storre oséikerhet).
Andromeda befinner sig 2,5 miljoner ljusar bort.

Losning pa uppgift 6

Keplers tredje lag ar var fralsning. Tva gravitationellt interagerande objekt (dér relativistiska effekter inte ar
relevant, vilket vi antar héar) ror sig alltid en elliptisk bana kring varandra, och i detta fallet bérjar objekten
vid maximalt avstand, och ellipsen dr degenererad till en linje (alltsd har den ingen lillaxel men har en
storaxel). Lat d = 2.5 x 10%ly, M4 = 2,01 - 10*2My,, My = 1,15-10*2M,.
Keplers tredje lag ar
a®  G(my +ma)

T2 4mr2
dir a = % ar halva storaxeln, T" 4r omloppstiden (och % ar tiden till kollision av symmetriskél), och m; = M4,
mgo = My ar galaxernas massor. Vi loser ut for T,

i (g

— 27 ~395x%x10's.
G(MA + MV)

T:

Dérmed blir tiden till kollision % ~ 1.975 x 1017 s =~ 6.3 x 10° ar. Svar med upp till 25% relativt fel accepteras.



Figur 3: En illustration av hur kollisionen kommer se ut fran jorden.



Givna solsystemsdata, varden, och formler

Avstand fran solen

Himlakropp Diameter (km) . Massa (10%'kg)
(miljoner km)

Solen 6.955 - 10° — 1,989 - 10?
Merkurius 4879,4 57,9 330,1
Venus 12104 108,2 4868
Jorden 12756 149,6 5972
Mars 6779 2279 641,7
Jupiter 142800 778,3 1,898 - 106
Saturnus 120660 1427.0 5,681 - 10°
Uranus 51118 2871,0 8,681 - 10*
Neptunus 49528 4497.1 1,024 - 10°

Tabell 1: Grundlidggande data om solsystemet.

Namn Virde Enhet
Newtons gravitationskonstant 6,674-10"""  Nm2kg 2
Solarkonstanten 1360 Wm2
Plancks konstant 6,626 - 10734 Js

Ljusets hastighet i vakuum 299,8 kms—!
Ljusar 9,461 - 1012 km

Dalton (Da, u, amu) 1,661-10727 kg
Boltzmanns konstant 1,381-107% m2?kgs 2K™!
Atmosfariskt tryck vid havsniva (pa jorden) 101,3 kPa

Tabell 2: Fysikaliska virden

Namn Formel

Newtons gravitationslag F = G™17%2
T

Centripetalacceleration  a = %

Fotonens rorelseméngd — p=£

Fotonens energi E=hf

Keplers tredie 1 a® _ G(mitms)
eplers tredje lag gy = L%

Pascals lag Piot =Po+p-g-h

Ideala gaslagen pV = 31ksT

Tabell 3: Fysikaliska formler



